9.3. Funkcija troskova

Oznacdimo sa X neki proizvod. Ako sa 7 oznacimo ukupne troSkove proizvodnje tog
proizvoda, sa x fizicki obim proizvodnje, sa p,, p,,---, p, cene faktora proizvodnje, onda se
funkcija ukupnih troSkova 7 moze izraziti kao funkcija viSe promenljivih

T =@(x,p1,Py> "5 Pn)
Zbog jednostavnijeg proucavanja funkcije troSkova, cene faktora proizvodnje ¢emo smatrati
konstantnim, a funkciju troskova ¢emo posmatrati kao funkciju od jedne promenljive x
(obima proizvodnje) 7 = T'(x) . Kako se troskovi sastoje od fiksnih 7} (troSkovi koji postoje 1
kad se niSta ne proizvodi) 1 varijabilnih 7}, (troSkovi koji zavise od fizi€¢kog obima
proizvodnje), funkciju trosSkova mozemo izraziti kao

T=T,(x)+T; =T(x)

Da bi funkcija zadata prethodnom formulom bila funkcija ukupnih troskova potrebno je da
zadovolajva i sledece uslove:

1) oblast definisanosti funkcije je Df = {[O,b” beR* A(Vx e[0,b]))T(x) > 0}, 1 troskovi
kao ekonomska veli¢ina moraju biti ve¢i od nule;

2) T(0)=Tg;

3) Funkecija troSkova mora biti diferencijabilna i monotono rastuca na (0, b)
(‘v’x € (a,b))T '(x) =T, (x) > 0. Ovo proizilazi iz osobine da troskovi rastu sa

porastom obima proizvodnje;

Neka je x, € (0,b)1neka je Ax takvo da x, + Ax € (0,0). Ako se obim proizvodnje poveca sa
nivoa x, za Ax, onda ¢e se ukupni troSkovi povecati sa nivoa 7'(x,) za

AT =T(xy +Ax)—T(x,).
Definicija 2. Neka je T = T'(x) funkcija ukupnih troSkova definisana na intervalu
nenegativnih brojeva [0,b] . Granicni troSkovi u tacki x, € (0,b), u oznaci T (x,) su jednaki
grani¢noj vrednosti
T(xy+Ax)—T(x,)

T (x0) :Eg})

ako ona postoji 1 ako jeste konacna.

Na osnovu definicije izvoda funkcije zakljucujemo da je 7;(x,) = T'(x,) . Kako je funkcija

T =T(x) diferencijabilna na intervalu (0, b) sledi da je

T.(x)=T'(x) = Z—i ,(Vx € (0,b)).



Ekonomska interpretacija grani¢nih troskova je slede¢a: Ako se fizicki obim proizvodnje
poveca sa nivoa x,, za jedinicu, granicni troSkovi ¢e se povecati priblizno za T (x;).
Ukoliko nam je poznata funkcija grani¢nih troskova, mozemo odrediti funkciju ukupnih

troSkova na slede¢i nac¢in

TG(x)=fi—§:>dT=TG(x)-dx:>T=ITG(x)-dx+C.

Integracionu konstantu C odredujemo iz uslovadaje 7(0) =7, =C.

Prosecni troskovi su troskovi po jedinici proizvoda i odreduju se po formuli
Ty =1
X
Primer 1. Neka je T;(x) = 6x+200 funkcija grani¢nih troskova proizvodnje nekog

proizvoda X, a fiksni troskovi iznose 3 000 000 novcanih jedinica. Odrediti nivo proizvodnje
za koji se ostvruju minimalni prosec¢ni troskovi, a potom i veli¢inu tih troSkova.

TG(x)=6x+2oo:>‘2—T=6x+2oo:>T:j(6x+200)dx=3x2 +200x +C

X
C = T(0) = 3000000 => T(x) = 3x> + 200x + 3000000
3000000

X

T(x) =3x+200 +

3000000  3x> —3000000 _ 3(x> —1000000)
x? x? x?

Za x €(0,1000),7T(x) <0, aza x € (1000,+), T(X) > 0, Sto znaci da funkcija prosecnih

troskova postize minimum za x = 1000. Znac¢i minimalni prosecni troskovi proizvodnje su na

nivou 1000 komada i Tmin = T'(1000) = 3000 + 200 + 3000 = 6200..

T (x)=3- 0 < x =£1000

9.4. Funkcija dobiti

Dobit ostvarena u proizvodnji nekog proizvoda X', u oznaci D, definiSe se kao razlika prihoda
Pitroskova T
D=P-T.
Ako su za neki proizvod poznate funkcija prihoda, funkcija troskova i funkcija traznje
x = f(p), funkciju dobiti mozemo izraziti kao funkciju od jedne promenljive
D =D(x)=P(x)-T(x) ili
D=D(p)=p-f(p)-T(f(p)



Neka su za neki proizvod X, funkcija prihoda P = P(x) 1 funkcija troSkova
T = T'(X) definisane na intervalu (0,b) € R . Interval (x,,x,) < (0,b) za koji vazi
(Vx € (x,x,)XD(x) = P(x) = T(x) > 0)
naziva se interval rentabilnosti. Granice ovog intervala odreduju se iz uslova D(x) =0 i
interval (x,,x,) < (0,b) predstavlja oblast definisanosti.

Posto su funkcije prihoda i troSkova diferencijabilne na intervalu (0,b) onda je 1 funkcija

dobiti diferencijabilna na tom intervalu. Zanimljiv je nivo proizvodnje x, pri kojem se
ostvaruje maksimalna dobit. On se odreduje iz uslova D'(x,) =01 D"(x,) <0 na osnovu

teoreme o ekstremnim vrednostima.

Obim proizvodnje x, € (x;,x,) za koji se ostvrauje maksimalna dobit D, = D(x,) naziva

se optimalna proizvodnja, a cena p, = f - (x,) naziva se optimalna prodajna cena.

Primer 1. Neka je za proizvod X poznata funkcija traznje x = —0,5p +11000 i funkcija

ukupnih trokova T'(x) = 2x? +10-10°. Odrediti interval rentabilnosti, optimalni obim

proizvodnje, optimalnu cenu i maksimalnu dobit.

x=-0,5p +11000
p =—2x+22000

P(x) = x- p = x(—2x +22000) = —2x* +22000x
D(x) = P(x)—T(x) = —2x* +22000x — (2x* +10-10°) = —4x? +22000x —10-10°
Interval rentabilnosti je interval nenegativnih brojeva na kojem je funkcija dobiti pozitivna.

Da bismo odredili ovaj interval, odredi¢emo najpre nule funkcije dobiti.
Funkcija dobiti je kvadratna funkcija pa izracunavamo resenja kvadratne jednacine.

o —22000++/484-10° —160-10° _ —22000++/324-10° _ — 22000 +18000
1,2 — - -
’ -8 -8 -8

¥ = —22000;18000 ~500 x, = —22000-18000 — 5000

Dakle interval rentabilnosti je (500, 5000) jer je na to intervalu kvadratna funkcija
—4x* +22000x—10-10° veca od nule.

Optimalni obim proizvodnje je onaj za koji se ostvaruje maksimalna dobit. Da bi odredili
maksimum funkcije dobiti potrebno ja da nademo njen prvi izvod i odredimo nule prvog
1zvoda.



D'(x) =-8x+22000 D'(x)=0< —8x+22000=0 < x=2750

Za x=

2750 funkcija ima ekstremnu vrednost, a na osnuvu znaka drugog izvoda za tu

vrednost odredujemo da li se radi o minimumu ili maksimumu.

D"(x) = -8 < 0. Drugi izvod je konstantna funkcija, manja od nule za bilo koje x pa prema

tome i za x =2750. Dakle maksimalna dobit se ostvaruje za obim proizvodnje x, =2750.

Iznos maksimalne dobiti izraCunavamo D, . = D(2750) = 20250000 .
Optimalnu cenu izraCunavamo p, = —2x, + 22000 = -2-2750+ 22000 =16500 .

Zadaci

l.

Neka je Pg(x)=—x+24000 funkcija grani¢nih prihoda, a funkcija grani¢nih
troSkova T; (x) = 3x za neki proizvod X. Odrediti optimalni obim proizvodnje 1

maksimalnu zaradu (dobit), pod uslovom da su fiksni troskovi 64 miliona nov¢anih
jedinica.
Neka su za neki proizvod X date funkcija traznje x = —0,2 p +100 1 funkcija prose¢nih

troskova T = 2,5x +350 + 250x | . Odredi interval rentabilne proizvodnje, optimalnu
koli¢inu proizvodnje i optimalnu prodajnu cenu.
Date su redom P (x) = —3x* +40x + 800 i T(x) =x’ +14x+2400x"', funkcija

grani¢nih prihoda i funkcija prosecnih troskova za neki proizvod, gde x predstavlja
koli¢inu tog proizvoda. Naci interval rentabilnosti proizvodnje.

Neka je p =-0,001x+80 funkcija traZnje za neki proizvod i T(x) =30x+10’

funkcija ukupnih troskova proizvodnje. Naci cenu p pri kojoj se ostvaruje maksimalna
dobit i izracunati tu dobit.

Za neki proizvod date su funkcija traznje x = -2 p +12000 i funkcija prosecnih

troskova f(x) =2x—-4000 + M Za koju cenu p se ostvaruje maksimalna dobit 1
x
kolika je ta dobit?
Data je funkcija traznje x = 90 — 2p 1 funkcija prosecnih troskova
T=x>-8x+57+ g Nacdi nivo proizvodnje pri kojem se ostvaruje
X
a) maksimalan prihod
b) minimalni granicni troskovi

¢) maksimalna dobit.



10. FINANSIJSKA MATEMATIKA
10.1. Procentni ra¢un

Osnovne veli¢ine procentnog racuna su glavnica, procentna stopa i procentni prinos (1znos).
Glavnica G, predstavlja osnovnu vrednost na koju se izracunavaju povecanja ili smanjenja za
zadatu procentnu stopu.

Procentna stopa p, predstavlja broj koji pokazuje za koliko se jedinica menja (povecava ili
smanjuje) glavnica na svakih svojih 100 jedinica.

Procentni prinos (iznos) P, predstavlja veli¢inu koja pokazuje ukupnu promenu glavnice G

pri procentnoj stopi p.
%
Procentna stopa se moze izraziti u procentima p% ili u decimalnom zapisu % Tako

procentnom zapisu 36% odgovara decimalni zapis 0,36. Kako je decimalni zapis podesniji,

upotrebljavacemo procentnu stopu p u njenom decimalnom zapisu.
Procentni racun od sto

Odnos izmedu veli¢ina G, p i P je dat proporcijom

G:P=100:p

znajuc¢i da su pri konstantnoj stopi p, veli¢ine G i P su direktno proporcionalne, tj. pri
konstantnoj kamatnoj stopi, $to je veca glavnica veci je i procentni prinos.

Iz ove proporcije se dobija G = M, P= Gp ip= £-100
p 100 G
Za procentnu stopu datu u decimalnom zapisu proporcija dobija oblik

G:P=1:p
odakle je G=£, P=G-pi p=£.
p G

Primer 1. Od 76 studenata koji su polagali neki ispit, 20 ih je polozilo sa ocenom 10. Izrazi to
u procentima.

ResSenje. G=76,P=20= p :§= 0,26316, p =26,316%.

Primer 2. Nabavna cena je povecana po stopi od 18% za iznos poreza na promet. Nakon toga
je povecana joS za 17%, tako da je cena robe 236 dinara. Izracunati kolika je nabavna cena.

ReSenje. Ako nabavnu cenu obelezimo sa G, a stopu poreza p; = 0,18, veli¢ina poreza je P =
G-p1 = 0,18G, pa je prodajna cena G; = G +P = 1,18G. Poskupljenje p, = 17% izraCunavamo
na osnovicu Gj. Iznos poskupljenja je P, =G, -0,17=0,17-1,18G =0,2006G, pa je konacna



cena G, =G, +P =L18G+0,2006G =1,3806G . Kako je konac¢na cena
G, =236,G =236/1,3806 =170,94 .

Procentni racun niZe sto i procentni racun vise sto

Cesto se u prakti¢nim problemima umesto glavnice G javlja uve¢ana G + P ili umanjena G —
P glavnica za odgovarajuci procentni prinos P po zadatoj stopi p. Na osnovu datih G + P ili
G — P, nepoznata glavnica G ili nepoznat prinos P se ne mogu izraunati primenom
prethodnih formula. Ako pocetnu proporciju G : P = 100 : p zapiSemo u obliku razlomka

G = 100 , pa zatim dodamo (oduzmemo) levoj 1 desnoj strani 1, Eil = 100 *+1, svodenjem
P p P »
+ +
na najmanji zajednicki sadrzalac dobijamo G;P = 100+ p , §to je ekvivalentno
p
+ tP)- + P)- + p)-
GEP _P_ G Odatle sledi G=CED100 p (GEP):-p  _(100£p)-P

b

100+p p 100 100+p 100+ p G+P

Ukoliko se za procentnu stopu koristi decimalni zapis, iz poc€etne proporcije G: P=1:p,

zapisane u vidu razlomka G 1 , dodavanjem (oduzimanjem) jedinice levoj i desnoj strani

dobijamo %i 1= 1 +1. Svodenjem na najmanji zajednicki sadrZalac, jednakost dobija oblik
P
+ + + + + P)-
GP = £p = G£P =£=G, odakle se mogu izraziti G = G_P, P= (G£P)-p 1
P p I+tp p I+p I+tp
_(1£p)-P
P="Gep

Primer 3. Zajedno sa 18% poreza na promet, prodajna cena nekog proizvoda je 453,12
dinara. Izracunati nabavnu cenu i iznos poreza na promet.

Resenje. Ako sa G obeleZimo nabavnu cenu, a sa P iznos poreza na promet po stopi p = 0,18,
tadaje G + P=453,12.

Nabavnu cenu G izratunavamo po obrascu G = G+P = 453,12 =384.
1+p 118
Iznos poreza na promet dobijamo po obrascu P = (G1+ P)-p = 453’11?2.;0’18 =69,12.
+p ,

P smo mogli da izracunamo 11z G = (G +P) — G =453,12 — 384 = 69,12.

Primer 4. Posle pojeftinjenja za 12%o, cena neke robe je 3102,32 dinara. IzraCunati kolika bi

bila cena da je roba poskupela za 12%o.

ReSenje. G — P = 3102,32 1 p = 0,012, pa se cena robe pre pojeftinjenja izraCunava po
G-P 310232

obrascu G = = =3140. Da je umesto pojeftinjenja, roba poskupela za
I-p 0,988




p1 = 12%o, poskupljenje izracunavamo po obrascu P, = G - p; = 3140 - 0,012 = 37,68, pa bi
povecéana cena robe bila G + P; = 3140 + 37,68 = 3177,68.

Primer 5. Posle poskupljenja po stopi od 15,6%, cena neke robe je 718 dinara. Izracunaj
njenu cenu: a) posle poskupljenja od 26,3%; b) posle pojeftinjenja od 18,2%.

Resenje. a) p; = 0,156, G+P, = 718, p» = 0,263, pa moZemo postaviti proporciju

718:(G+ P,)=1156:1,263 = G+ P, = 784,46 dinara;

b) p1 = 0,156, G+P, =718, p, =0,182

718:(G-P)=L156:(1-0,182) = G- P, =508,07 dinara.

10.2. Modeli kamatnog racuna

K — kapital (ili glavnica) - ukupna suma koju poverilac daje duzniku (odnosno Stedisa ulaze
na Stednju).
P — kamatna stopa — predstavlja iznos koji duznik godis$nje pla¢a poveriocu na svakih 100
pozajmlnjenih jedinica. IzraCunava se u procentima (p%) ili u decimalnom zapisu p = %0{; .
I — interes (ili kamata) — predstavlja ukupnu sumu novca koju duznik isplacuje poveriocu za
ceo pozajmljeni kapital K u vemenu ¢, obacunata po kamatnoj stopi p.
t — vreme — racuna se od dana pozajmljivanja do dana vrac¢anja kapitala i moze se ra¢unati u
godinama (t,), mesecima (#,) ili danima (#;).
Vrednost pocetnog kapitala, na poc¢etku vremenskog perioda neke finansijske transakcije (u
trenutku =t ) nazivamo pocetnom vrednosc¢u kapitala (ili sadasnjom vrednos¢u) i obi¢no
obelezavamo sa K. Vrednost kapitala na kraju finansijske transakcije (u trenutku £>#))
nazivamo krajnjom vrednos$c¢u kapitala i obelezavamo sa K=£{r). I= K — K, (kamata).
Vrednost kapitala se tokom vremena "oploduje" tj. raste i tu promenu nazivamo
kapitalizacijom (kapitalisanjem) ili ukamacivanjem.
Kod kamatnog rac¢una kad je vreme ¢ izraZeno u danima postoje sledece vraijante:
- Svi meseci se racunaju po 30 dana a godina se racuna sa 360 dana Sto se obelezava sa
(30, 360).
- Broj dana u mesecu se racuna kalendarski (realno), a godina sa 360 dana i obelezava
se sa (k, 360).
- Broj dana u mesecu se racuna kalendarski (realno), a godina sa 365 dana i obelezava
se sa (k, 365).
U praksi se primenjuju prost i sloZzen kamatni racun.
Prost kamatni ra¢un imamo u slucajevima kad se kamata racuna na istu osnovicu (pocetni
kapital) za celo vreme trajanja kapitalisanja, pri ¢emu je kamata proporcionalna sa veli¢inom
kapitala K, kamatnom stopom p i vremenom kapitalisanja ¢. Prost kamatni racun se po pravilu
koristi kod kratkoro¢nih finansijskih transakcija ¢ije je vreme trajanja ispod godinu dana.
Kod sloZenog kamatnog racuna, kamata iz jednog obracunskog perioda pripisuje se
glavnici, pa se u slede¢em obracunskom periodu kamata ra¢una na tako uvecanu glavnicu iz
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prethodnog perioda. Obracunski periodi mogu biti godiSnji, polugodisnji, tromesecni
(kvartalni), mesecni ili na neki drugi nacin utvrdeni.

Kod slozenog kapitalisanja mozemo koristiti dekurzivni ili anticipativni nacin raCunanja
kamate.

Kod dekurzivnog naina racunanja kamate, kamata se izraCunava u odnosu na pocetnu
vrednost kapitala za taj obracunski period, a kamatna stopa se obelezava sa p. Kod
anticipativnog nacina racunanja, kamata se izra¢unava u odnosu na krajnju vrednost kapitala
za posmatrani vremenski period, a kamatna stopa se obelezava sa g.

10.2.1. Prost kamatni racun (od sto) sa dekurzivhom kamatnom stopom

Kod prostog kamatnog ra¢una kamata se obra¢unava jednom, na kraju celog vremenskog
perioda u odnosu na osnovicu Ky, pa je veli¢ina kamate /, direktno proporcionalna sa
glavnicom K, kamatnom stopom p 1 vremenom ¢.

Kako se kamatna stopa obi¢no zadaje na godiSnjem nivou, vreme ¢ mora biti izrazeno u
godinama. Ako je kapital K, uloZen (plasiran) po stopi p na vreme ¢ godina tada kapitalu K,
odgovara procenat od 100%, kamati / odgovara procenat od #-p % pa imamo osnovnu
proporciju Ky : I = 100 : pt odnosno

Ky:100=1:p-t (1)

gde je p — kamatna stopa data u procentima.

Iz formule (1) na osnovu tri poznate veli¢ine izraCunavamo Cetvrtu nepoznatu velicinu:

Kogp-t
;- Kor ’ KO:IOOI, p:lOOI, ‘e 100/ @)
100 P -t KO -t KO %
Ako stopu p piSemo u decimalnom zapisu (p%/100) tada formula (1) ima oblik
Ky:1=1:pt 3)
Odakleje I =K, -p-t, KOZL, p= ! , t= ! 4)
p-t K,-t K, p
Ako je vreme zadato u mesecima ¢, onda ¢ (vreme u godinama) izracunavamo po formuli
t . . . tg ... Z,
t =2, ako je vreme dato u danima onda je t =—%- ili ¢t = .
12 360 365

Primer 1. Koliku kamatu donosi kapital od 385 000 dinara ulozen na vreme od 2 godine 3
meseca 1 15 dana po stopi od 12% godisnje uz (30, 365)? Kolika je krajnja vrednost kapitala?
ReSenje. Ky =385 000, p = 0,12, ;= 2-365 + 3-30 + 15 = 835 dana, pa je prema (4) kamata

t
I=K,-p- ﬁ =385000-0,12 % =105690,411 dinara, a krajnja vrednost kapitala je

K=Ky+1=385000+105690,411 = 490690,411 dinara.



Primer 2. Po kojoj stopi je ulozen kapital od 630000 dinara na vreme od 3 godine 1 5 meseci,
ako je narastao na 917 000 dinara.
Resenje. Ky= 630 000, K= 917 000, ¢, = 3-12 + 5 = 41 mesec.
Kako je I =K — Ky =917 000 — 630 000 =287 000 =

I 287000-12
t,  630000-41

K, -m
12

D= =0,1333= p=1333%

Primer 3. Koju sumu novca treba uloziti 23.04.2008. godine, po stopi 12,6% da bi se
11.03.2009. godine podigla suma od 134 156 dinara uz (k, 365)?

ReSenje. Ky =?, K=134 156, t=7+6-31+3-30+28+11=322 dana (kad se koristi
varijanta (k, 365) mora se rac¢unati realno broj dana u mesecu), p = 0,126.

y . 1 . S .
Ko ratunamo iz formule K; = ——, no kako nam kamata / nije poznata, izrazi¢emo je kao /

p-t
=K — Ko =134 156 — Ko, pa je
134156 - K t t
0= PO Ko p—d 2134156 - Ky = K| 1+ p-—<- | =134156 =
p-td 365 365
365
Ky - 134156 _ 134156 o0

I+ p-td 14012632
365 365

Primer 4. Kapital od 700 eura je uloZen na Stednju 23.07.2008. godine po stopi od 5,4%
godiSnje. Kog dana se moze podi¢i iznos od 1000 eura na ime glavnice uvecane sa kamatom
uz (k, 365).
Resenje. Ky =700, K = 1000, p = 0,054, ¢t = ? (vreme je u godinama)

I 300
Ky-p 700-0,054

= t=7g0d.0,9365-365dana = 7god. 342 dana.

I=K-Ky=1000-700=300=1=

~ 7,9365 godina.

10.2.2. SloZen kamatni racun sa dekurzivnim na¢inom kapitalisanja

Pocetna i krajnja vrednost kapitala
Pretpostavimo da je kapital K, (pocetna vrednost kapiatala) ulozen po godisnjoj dekurzivnoj
stopi p na vreme od ¢ godina sa m kapitalisanja (obra¢unskih perioda) u toku jedne godine.

Tada je kamatna stopa po jednom obracunskom periodu jednaka L i ova stopa predstavlja
m

tzv. relativnhu kamatnu stopu.



Na kraju prvog obracunskog perioda nakon dodavanja kamate /, = K|, va glavnici K
m
dobijamo da je krajnja vrednost kapitala:
Kl =K0 +]1 =K0 +K0£=K0(l+£j.
m m

Na kraju drugog obracunskog perioda, kamata /, se izraunava na glavnicu K iz tog

obracunskog perioda 7, = K, L dodaje se glavnici K, pa je krajnja vrednost kapitala:
m

K2 =K1 +12 =K1 +K1£=K1(1+£j,pakakoje Kl =K0(1+£], toje
m m m

2
K, =K0(1+£j(1+£j:>K2 =K0(1+£j :
m m m

Na kraju tre¢eg obracunskog perioda kamata /5 = K, LA dodaje glavnici K pa je krajnja
m

vrednost kapitala:

2
K3 =Ky, +13=K> +K2£=K2(1+£j,pa kako je K, =K0[1+£j to je
m m m

2 3
K3 =K0(1+£) £1+£j:»1<3 =K0(1+£j .
m m m

Na osnovu ovih izra¢unavanja mozemo izvuéi zakljucak da je na kraju i-tog obracunskog

perioda, krajnja vrednost kapitala:
i
K; =K (1 +§j ,gdejei=1,2,3,..., tm (tm broj godina puta broj obracunskih perioda u

godini). Dakle nakon isteka vremena trajanja ukamacivanja ¢, i= tm pa je krajnja vrednost

kapitala:

tm
Ky = K0(1+£j . Ako obelezimo sa r =1+£, tada je K, =Ko -r™.
m m
Vreme ¢ ne mora da predstavlja ceo broj godina, ali mora da sadrzi ceo broj obrac¢unskih
perioda, tj tm mora da bude ceo broj. Kamata kod ovakvog nacina kapitalisanja je
1=K, — Ky.

Ako su poznate velicine Ky, t, m 1 p, tada po€etnu vrednost kapitala K, dobijamo iz formile

K K . .
Ky = t’:: = fm pop Ova vrednost predstavlja takozvanu diskontovanu vrednost
m
kapitala K.

Ako su poznate veli¢ine Ky, Ky, m 1 p, tada nepoznato vreme ukamacivanja ¢ dobijamo na

slede¢i nacin:
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K tm

K K K K
K, =Ko -r™ =™ == — jogr™ =log =™ = tmlogr = log— =t = 0.
KO KO KO mlogr

Na sli¢an nacin kad su poznati Ky, K;,, m 1 ¢, nepoznatu kamatnu stopu p dobijamo iz
tm tm
K K K
K,m=1<0(1+£j ,(1+£j i RN A s RN I e L Y
m m KO m KO KO

Primer 1. IzraCunati koliku kamatu donosi kapital od 281300 dinara koji je uloZen na Stednju

log

3 godine i 9 meseci sa tromesecnim (kvartalnim) kapitalisanjem po godiSnjoj dekurzivnoj
stopi od 11,6%.

ReSenje. Ky =281300, 1 =3 god. 9 mes., m = % =4 obracunskih perioda godisnje,

p=0,116=m=3-4 +§ =15 obracunskih perioda ukupno.

0,116

tm 15
1=K, -K, = KO(I +£j ~K, = 281300(1+ j —281300 =150617,055 dinara.

m

Primer 2. Koju sumu treba uloziti pa da ona za vreme od 3 godine po stopi od 9% godi$nje sa
mesecnim ukamacivanjem donese 386300 dinara kamate.
ReSenje. /=386300,p=0,09,t=3,m=12, =>tm=3-12=36,K,="?

tm tm
IZ[=Ktm_K0=K0(1+§j -Ky =Ky (1+%) -1 :KO:[ -
)|

386300

(2"

a krajnja vrednost kapitala je K, = K55 = K, +1 =1251598,23+ 386300 =1637898,23.

Pa je pocetni kapital K, = =1251598,23

Primer 3. Odredi na koje vreme je ulozena suma od 360000 dinara po godisnjoj stopi od 12%
uz tromesecno kapitalisanje ako je ona narasla na 612876 dinara.

Resenje. Ky = 360000, p=0,12, m :% =4,Ku=612876,1="7

Ky 1o 012876
K, _ “%360000 _ 023107
mlogr  4-logl03  4-0,01284

log

t= =4,5godina, tm=4,5 -4 =18.
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Primer 4. Po kojoj stopi je ulozen kapital od 94600 dinara na vreme od 3 godine 1 6 meseci
uz mes¢no ukamacivanje, akoje on doneo 57633 dinara kamate?

Resenje. Ky =94600, =3 god. 6mes. m=12,tm=3 - 12+ 6=42,[=57633, K, =Ko+ 1=
=94600 + 57633 = 152233.

tm tm
Ktm:KO(Hﬁj ,(1+£j :Kﬂ:>1+£:thﬂ:>p:m o Rim |
m m KO m Ko KO
1
p= 12[4,2/ ! 95;62503 —1} = 12{1,607742 —1} =12(1,6077%°%% —1)=0,13637 =13,6%.

Preracunavanje kamatne stope sa jedne na drugu vrstu Kkapitalisanja

Razmatramo koji odnos izmedu kamatnih stopa p; 1 p, mora da postoji da bi kapital K, ulozen
po stopi p; sa m; obracunskoh perioda godiSnje, na kraju svake godine davao istu krajnju
vrednost, tj donosio istu kamatu kao da je ulozen po stopi p, sa m; kapitalisanja u toku
godine. Iz uslova

tm, tm, tm,
K, =Km, :»KO(H% :K0(1+%j :»1+%=“"1 [1+Z—2J =
1 2 1 2

m,

m2 —
p1=m m (l-i-&j -1 iliplzml [l-i-&jml -1
my my

Primer 5. Odredi kamatnu stopu koja ¢e sa mesecnim kapitalisanjem donositi krajem svake
godine kapitalu Ky istu krajnju vrednost, kao da je ulozen po stopi od 12,6% sa tromesecnim
kapitalisanjem.

Resenje. p1 =72, m; =12, p,=0,126, m,=12/3 =4

4
m, -
pr=m|™ (1+p—2] -1|=12 (1+%j12 -1 :12(1,0315§4):12(%/1,0315-1):
=0,12469 = 12,47%

Primer 6. Ako je godi$nja stopa za oro¢enu Stednju na jednu godinu 12%, izracunati
odgovarajuce godisnje stope za a) mesecno, b) tromesecno kapitalisanje, tako da krajnja
vrednost kapitala na kraju godine bude ista.

ReSenje. a) p,=0,12, my=1,m; =12, p; =7

pr=12-(1+0.12)" ~1)= 011386 =11,386%

b) p2=0,12,my=1,m =4,p; ="

oy = 4((1 £0,12)F - 1) —0,11495=11,495%
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Konformna kamatna stopa i odnos izmedu relativne i komforne kamatne stope

Konformna kamatna stopa p, , predstavlja stopu obracuna kamate po svakom od m

obracunskih perioda u toku godine sa osobinom da je krajnja vrednost kapitala na kraju
godine bez obzira na broj kapitalisanja, ista kao da je kapital jednom kapitalisan na kraju
godine po godisnjoj kamatnoj stopi p.

Ako se koristi konformna kamatna stopa p, ,, onda se u formuli za izraunavanje krajnje

vrednosti kapitala relativna kamatna stopa P zamenjuje konformnom kamatnom stopom
m

P D2 je krajnja vrednost kapitala

Ky =Ko(1+ pp )™ =Ko(1+ p)' odatledobijamo(1+ py_,)™ =1+ p. Ova formula daje

odnos izmedu komforne p, , 1 godiSnje kamatne stope p. ReSavanjem ove jednaline po p; ,
b
dobijamo py ,, =(1+ p)™ —1, a reSavanjem po p dobijamo p =(1+ pk,m)m —1. Da bismo

uocili razliku izmedu relativne 1 komforne kamatne stope razmotricemo nekoliko primera.

Primer 1. Neka je godisnja stopa p = 8% 1 m = 12. Tada je relativna kamatna stopa
P _ 0,08 =0,00667 , a konformna kamatna stopa je
m

1
Prin =1+ p)2 -1= 1,08%9833 _1-0,00643 . Ako se mese¢nim ukamaéivanjem odrede

odgovarajuce godisnje stope, relativnoj stopi odgovara
m
P = (1 + Ej —1=(1+0,00667)'? —1=0,083% = 8,3%, a komfornoj meseénoj kamatnoj
m

stopi odgovara godi$nja stopa 8% . Razlika je 0,3% ukoliko se koristi relativna kamatna stopa

i ekonomski nije opravdana.

Primer 2. Neka je godiSnja kamatna stopa p= 15% 1 neka je m = 12. Relativna kamatna stopa
¢e biti £ = 015 =0,0125, 1 ona mese¢nim ukamacivanjem daje godisSnju stopu
m

p =0+ 0,0125)12 —1=0,16075=16,075% koja je bez nekog opravdanja veca za 1,075% od
1

realne godisnje stope 15%. Konformna kamatna stopa py 15 = (1+ 0,15)12 -1=0,01171, daje

mesecnim ukamadivanjem p'=p = 15%.

Sa povecanjem kamatne stope p ove razlike su sve vece, tako da ako je kamata ve¢ od 15%,

onda se obavezno umesto relativne mora koristiti komforna kamatna stopa.

14



10.2.3. Model kombinovanog prostog i sloZenog kapitalisanja

U praksi se moZe desiti da se vreme ukamacivanja ne poklapa sa celim brojem obracunskih
perioda, pa se do krajnje vrednosti kapitala tada ne moze do¢i samo primenom sloZenog
kamatnog rac¢una, ve¢ se mora kombinovati sloZen 1 prost kamatni racun.

Neka je kapital K uloZen po stopi p sa m obracuna godiSnje za vreme ¢', gde ¢'m nije ceo broj
obracunskih perioda. Onda ¢emo sa tm obeleziti ceo broj obracunskih perioda, a preostali broj

dana sa ¢, (t;<m). Tada se najpre izraCunava vrednost kapitala za celi broj perioda #m,

tm
K =Ky (1 + Ej , a za preostalo vreme od #; dana raCuna se prosta kamata na osnovicu
m

Kim, tako da je krajnja vrednost kapitala
Py Py p\"(, Pta

K=K, +K,,,——=K,,| 1+ —= |=K¢| | +— I+—=. 6

s tm tm 365 tm( 365 j 0( m} [ 365 J (6)
Izracunavanje vremena kod kombinovanog kapitalisanja
Ako su poznate veliCine: po€etna vrednost kapitala, krajnja vrednost kapitala K, kamatna
stopa p 1 broj obracunskih perioda u toku godine m, najpre se izraCunava vreme ¢’ po formuli

tm
Ko
mlogr

log

koja se primenjuje kod slozenog kamatnog rac¢una ¢' = . Ukoliko #"ne sadrzi ceo broj

obracunskih perioda, to znaci da se radi o kombinovanom kapitalisanju. #m se izracunava iz ¢’

, tako da tm bude ceo broj, a preostali broj dana #; se izraCunava iz jednacine (6)

-t K -t K K
+p d _ s Plaq _ s —1:>l‘d=365 s

=
365 tm 365 tm p tm
Ko[l-i-pj K0(1+pj K0(1+pj

m m

Trazeno vreme je t =t'+1,.

Primer 1. [zracunati kamatu koju donosi kapital od 25000 dinara uloZen na vreme od 3godine
1246 dana uz tromese¢no ukamacivanje po stopi od 12,5% godiSnje.

Resenje. Ky =25000, p = 0,125, ¢ = 3god 246dana, m = 12/3 =4,246 =8 - 30 + 6, = tm= 3-4
+ 2 = 14, jer 246 dana sdrazi 8 meseci odnosno dva obracunska perioda. Preostali broj dana je
ta=2-30 + 6 = 66 dana, pa je krajnja vrednost kapitala

tm 14
KS:KO(HEJ 14 Pt :250()()(1+0’125j (HM}:
m 365 4 365

=38462,32-1,0226 =39331,568
Trazena kamata je I = K, — Ko = 39331,568 — 25000 = 14331,568 dinara.
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Primer 2. Kolika je vrednost kapitala bila na dan 23.11.2004. godine ako je kapital uloZen sa
mesecnim ukamacivanjem po stopi od 9,36% narastao na 79180 dinara na dan 12.06.2007.
godine.

ReSenje. Vreme ukamacivanja je ¢ =2 god. 6 mes. 20 dana Sto ukazuje da se radi o
kombinovanom slozenom 1 prostom ukamacivanju. p = 0,0936, K; = 79180, Ko = ?

Posto se radi o mesecnom ukamacivanju, m = 12, pa je tm = 2-12 + 6 =30, a ¢, = 20.

tm .t K
Iz KS:KO(HEJ (1+p—dj:>1<0= s
m -1
1+£ 1+ £
m 365
Pa je poCetna vrednost kapitala

79180 79180

0.09361°°(. 0,0936-20) 1.2625-1.0051
1+ 1+T

Ky = = 62398,6 dinara.

Primer 3. Na koje je vreme uloZen kapital od 62000 dinara uz mesc¢no ukamacivanje po stopi
od 9,36% godisnje ako je on doneo 16780 dinara kamate?

ReSenje. Ky = 62000, p =0, 0936, I = 16780 m = 12 i uz pretpostavku da se ovde radi o
kombinovanom kapitalisanju, K, = Ky = Ky + 1= 62000 + 16780 = 78780, pa najpre

racunamo vreme po formuli za sloZeno kapitalisanje

K
log sz log 78780 o
[ = 0 _ 62000 _ 7 _ 95679, 0,5679-365 ~ 207, pa je
mlogr 0,0936)  0,0405
12-log| 1+ ——

' =2god. 207dana, tm = 2-12 + 6 = 30. Sada raCunamo #, po formuli za prosto ukamacivanje

365 K, 365 78780
fa = tm -1 =00936 0.0936 30 -1=
Ko (1+p) ’ 62000(1+ ’ J
m
3899573 — 15789 1 1_ 25165~ 25dana,
78274862

pa je trazeno vreme ¢t =t + t; = 2god.6mes.25dana.

Primer 4. [zraCunati kamatu koju donosi kapital od 168000 dinara za vreme od tri godine i

136 dana ulozen po mesecnoj konformnoj kamatnoj stopi koja odgovara godisnjoj kamatnoj
stopi od 16%. Kolika bi bila razlika u kamatama da je umesto komforne koris¢ena relativna
kamatna stopa?

Resenje. K, = 168000, ' = 3god. 136 dana, m =12, p=10,16
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136=4-30+16=>tm=3-12+4=40,1,=16
U pitanju je model kombinovanog prostog i sloZzenog ukamacivanja. Ako koristimo ralativnu

p_0l6

kamatnu stopu — SO =0,0133 =1,33%, krajnja vrednost kapitala ¢e biti

m

tm tm
K.o=k[1+ 2] [142% | akamataje T =K, — K, =K, |14 2| [14204 | g, =
m 365 m 365

tm
K| [ 1+ 2] [14 2% |1 |=168000] (1+0,0133)* 14 216:160 1) 118989.74
m 365 365

Ako umesto relativne koristimo komformnu kamatnu stopu

Piom = Praz =1+ p)'2 =1=(1+0,16)'? ~1=0,01244, kamata je u ovom slucaju

I’=K;,—KO=K0(1+pkam)(’”(l+p tsdJ K, =K, ((lﬂ—pk’m) [1+p tdj 1):

365
168000[(1 +0 01244)40(1 +2 1366516J - 1} =109406,39

Razlika kamata je 7 —1'=118989,74 —109406,39 = 9583,35 koju korisnik kapitala

neopravdano placa vlasniku kapitala.

Primer 5. Na koje vreme treba uloziti kapital od 27860 dinara uz ¢etvoromesecno
ukamacivanje po komfornoj kamatnoj stopi koja je ekvivalentna mesecnoj kamatnoj stopi od
1,018% pa da ovaj kapital donese istu kamatu kao 1 kapital od 76320 dinara ulozen na vreme
od 3 godine uz Sestomesec¢no ukamc¢ivanje po godisnjoj kamatnoj stopi jednakoj
odgovarajucoj kamatnoj stopi po kojoj je uloZen prvi kapital.

Na osnovu konformne kamatne stope py ;> = 0,01018, odredujemo godiSnju kamatnu stopu

p=U0+prm Yt -1=(1+ (),01018)12 —1=0,12924 . Odgovarajuc¢a konformna kamatna stopa

W=

sa Cetvoromese¢nim ukamacivanjem ¢e biti py 3 =(1+ p)* —1=0,04135.
Za drugi kapital imamo K|, = 76320,¢, =3, m, = % =2, p, = p=0,12924, pa kako nije

naglaseno da se koristi konformna kamatna stopa, koristi¢emo relativnu kamatnu stopu.

fm 6
Ky =K [1 + D J - 76320(1 + 0’122924) =11112354=1, =K, —K{ =34803,54.
my

Kako je interes (kamata) prvog kapitala jednak interesu drugog kapitala,

I=1,=34803,54, krajnja vrednost kapitala je K, (ili K;) = Ko + 1 =27860 + 34803,54 =
62663,54.
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Pi3=0,04135, m = %=3’ (=9
Km
log= ™ logw
Ko "% 57860 03520 03518

t'=

= = = = 6,66854 godina
mlogr  3-log(1+p;3) 3-log(1+0,04135) 0,0528

0,66854-365 ~ 244 dana = 8 mes. 4 dana, $§to nam govori da je u pitanju kombinovano

kapitalisanje, pa je broj obracunskih perioda tm =6 - 3 + 2 = 20, a t; izraCunavamo iz formule

-t K
Ks=Ko(1+Pk,3)2o(1+p djzﬂdz%s 0 1=
365 p Ko(l-i-pk’?,)z

1] =0,65~1dan, pa je trazeno vreme ¢ = 6god 241dan.

365 62663,54 ~
0,12924| 27860(1 + 0,04135)*°

10.2.4. SloZen kamatni racun sa anticipativnhim nac¢inom kapitalisanja

Za razliku od dekurzivnog nacina gde se kamata obracunava na osnovicu koja predstavlja
pocetnu vrednost kapitala za posmatrani obracunski period, kod anticipativnog nac¢ina, kamata
se obracunava na osnovicu koja predstavlja krajnju vrednost kapitala. Zbog toga su pri istoj
stopi anticipativne kamate vece 1 time nepovoljnije za korisnika od dekurzivnih. Da bi
razlikovali ova dva nacina kapitalisanja, anticipativnu kamatnu stopu ¢emo obelezavati sa g 1

koristiti je u decimalnom zapisu.

Pocetna i karajnja vrednost kapitala
Neka je kapital Ky uloZen sa anticipativhom kamatnom stopom ¢ i1 m kapitalisanja u toku

godine, na vreme ¢ godina, pri ¢emu ¢ sadrzi ceo broj obracunskih perioda. Kamatna stopa po

jednom obracunskom periodu (relativna anticipativna kamatna stopa) je 4 Obelezimo sa
m

K, krajnju vrednost kapitala na kraju prvog obraunskog perioda. Onda se pocetna vrednost

kapitala za taj period dobija oduzimanjem kamate K 4 od krajnje vrednosti kapitala za prvi
m
obracunski period, tj vazi

K
KO =K1 —K11=K1(1—i):>[<1 =—O.
m m 1— q
m
Za vrednost kapitala na kraju drugog obracunskog perioda K, vazi

K K
KIZKz—KziZKz(l—i)SKzz L - 0
m m

q 2
m

Na karju i-tog obra¢unskog perioda, ova formula bi imala slede¢i oblik
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K
Ki=—="2—,i=1,2,3,....im.
m

. K
Onda ¢e krajnja vrednost kapitala biti K, = 0

= p predstvlja anticipativni kamatni ¢inilac. Krajnja vrednost kapitala izrazena

Izraz

4
m

preko njega je K, = K, p™ . Odavde se moze izraziti po¢etna vrednost kapitala

—tm
Ko =Kmp .
Takode moze se izraziti vreme ukamacivanja
K
logﬂ
tm K 0

K K K
=M — Jog p™ =log =" = tmlog p = log— =t = :
Ko K K mlog p

Iz gornje jednakosti se moze izracunati i kamatna stopa

K K K
pM =2 = = gy = ! =~ = g = —
Ky Ko _4 Ko o Kt

Veza izmedu anticipativne i dekurzivne kamatne stope

Vezu izmedu anticipativne ¢ 1 dekurzivne p kamatne stope ¢emo odrediti iz uslova da su
krajnje vrednosti kapitala koje donosi pocetni kapital K, za vreme ¢ i m kapitalisanja godisnje,
jednake.

1 +
1z Ktm =K;m :>K0ptm :KOrtmjp:’/'@—q:l‘*‘%@mL_q:mmp.
-1

m

Odavde mozemo izraziti anticipativnu kamatnu stopu preku dekurzivne

2 2

, 1 obrnuto dekurzivnu kamatnu stopu preko anticipativne p =
m+ P m-—q

q=m-— —-m.

Premer 1. Koliku kamatu donosi kapital od 72000 dinara sa 13% godis$nje anticipativne
kamatne stope za vreme od 2 godine i 3 meseca mesecnim kapitalisanjem? Kolika je
dekurzivna kamata pri istoj stopi? Koliku dekutzivnu kamatnu stopu treba primeniti da bi se
ostvarila ista kamata kao kod zadate anticipativne kamatne stope?

Resenje. Ko= 72000, ¢ = 0,13, t =2god.3mes.,m =12, tm =2 - 12 +3 =27

Anticipativna kamata je
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I=K, ~Kj=——% Ky =Ko| ————~1|=72000 T
-4 -4 -
m m 12

Dekurzivna kamata je

tm tm 0.13 27
]:K0(1+£J —KozK{(HﬁJ 4]:72000((“ 12) 4]:24312,02.
m m

Da bi se dobila na kraju ista kamata kao kod anticipativnog nacina kapitalisanja pri stopi od

2
13% potrebno je primeniti dekurzivnu kamatnu stopu p = o m= 144
m—gq 12-0,13

-1|=24617,71.

-12=13,14%

Primer 2. Kapital je uloZzen po dekurzivnoj kamatnoj stopi od 8,6% godi$nje uz mesec¢no
kapitalisanje na vreme 4 godine i 6 meseci. [zra¢unaj vrednost ovog kapitala ako je on doneo
istu kamatu kao 1 kapital od 491700 dinara uloZen na vreme od 2 godine i 6 meseci po
anticipativnoj kamatnoj stopi od 10,15% Sestomese¢nim ukamacivanjem.

ReSenje. Ky =491700, ¢t = 2god. 6mes., ¢ =0,1015, m=12/6 =2, tm=2-2+1=5.

Kamata koju je doneo kapital sa anticipativnim ukamacivanjem

1=K, ;m—l =491700 ;—l =12669,12.

( _qjt (1_0,1015)5
m 2

Za kapital sa dekurzivnim ukamacivanjem imamo p = 0,086, #; = 4god. 6mes., m; = 12,
tm=4-12+6=54,,=1,Ko="?

tm
~ p ~ I 1266902
1+2] -1 14 0086
m 12
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10.3. Krediti

U nedostatku sopstvenih sredstava, subjekat se pozajmljuje kod drugih subjekata koji ta
novcana sredstva poseduju. Tako nastaju kreditni odnosi izmedu duznika i poverioca.
Obaveza duZnika je da pozajmljeni novac zajedno sa dogovorenom kamatom vrati poveriocu
za odredeno vreme kroz odredeni broj rata (anuiteta). Anuiteti (a) se sastoje iz dva dela:
otplate (0) 1 kamate (/) a = o + 1. Otplatom sadrzanom u anuitetu se otplacuje zajam, a
kamatom se otpla¢uje kamata na odredeni vremenski period (izmedu dva anuiteta), na
preostali deo zajma. Anuiteti mogu biti fiksirani (konstantni) za celo vreme otplate kreita, ili
mogu biti promenljivi (da opadaju ili rastu) Sto zavisi od ugovorenog nacina otpale kredita.
Nacin otplate kredita se naziva amortizacija.

Pretpostavi¢emo da je vremenski razmak izmedu dva anuiteta konstantan i1 da se poklapa sa

periodom kapitalisanja zajma, pri ¢emu se anuiteti isplacuju na kraju obra¢unskog perioda.

10.3.1. Amortizacija kredita metodom jednakih otplata sa dekurzivhom kamatnom
stopom

Izracunavanje anuiteta i kamata sadrZanih u anuitetima

Kod ove metode amortizacije kredita, otplata kredita je konstantna u svakom anuitetu, dok su
kamate sadrzane u anuitetima i sami anuiteti promenljivi. ¢, = o + [; .

Pretpostavimo da je duznik uzeo kredit u iznosu od K novcanih jedinica, sa godiSnjom
dekurzivnom kamatnom stopom p na vreme ¢ godina sa m anuiteta u toku godine (pri ¢emu ¢
sadrzi ceo broj anuiteta). Broj anuiteta je n = ¢tm, pa kako je otplata konstantna ona iznosi

K . . . . 12mes . .
o =—. Vremenski razmak izmedu dva anuiteta je pa je relativna kamatna stopa L

n m m

S obzirom da duznik vraca prvi anuitet tek na kraju prvog obracunskog perioda, kamata

sadrZana u prvom anuitetu se ratuna na ukupnu vrednost duga, pa je /; = K P 0 znadi da je
m

K-p

. K
vrednost prvog anuiteta ¢y =o + 1} =—+
n

, a stanje duga nakon isplac¢enog prvog

anuiteta je §j :K—a:K—EzK(l—lj.
n n

Kamata sadrzana u drugom anuitetu racuna se na stanje duga S posle isplacenog prvog

anuiteta, pa je /[, :S1£:K£[ —lj, odakle je ap =0 +1 :£+Q(l—lj, a ostatak
m

m n n m n

duga nakon vrac¢enog drugog anuitetaje S =K -2-0=K -2 K K(l —Ej .
n n
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Na osnovu svega navedenog lako je zakljuciti da je stanje duga posle vra¢anja i-tog anuiteta

Si=K—i-a=K—i-£:K(l—ij,zai= 1,2,3,...,n.
n n

Kako se kamata /; sadrazana u i-tom anuitetu racuna na stanje duga nakon vracenog i-1

anuiteta, tj na stanje duga S;.;, toje I; =S;_4 -£=ﬂ( —i) zai=1,2,3,...,n.
m m n
Vrednost i-tog anuiteta je a; = o +[; =£+ﬂ(1—ij zai=1,2,3,...,n.
n m n
, . . ) ) ) i-K
Vraceni deo duga posle i-tog anuiteta je Q; =i-0=——.
n

Primer 1. Ako se kredit od 38960 dinara amortizuje metodom jednakih otplata za 2 godine i 3
meseca 1 mese¢nim anuitetima po godiSnjoj stopi od 8,6% izracunati kamatu sadrzanu u
osmom anuitetu, vrednost 15. anuiteta, vraceni deo duga posle 20. anuiteta i stanje duga posle
12. anuiteta.
ReSenje. K = 38960, t = 2god. 3mes. m = 12, p = 0,086, n = tm =2-12 + 3 = 27, otpalata je

K 38960

o= =2 1442963
n 27
Ii:ﬂ _i-l 318:38960-0,086 1281 06825
m n 12 27
K K-p(. i-l 38960 38960-0,086(. 14
g =—+=L1-1 o g5 = + - |=
n m n 27 12 27
—1442,963 + 134,436 = 1577,399
0 _EK o =—2O'; 3960 —28859,259
n

S;=K-i-oc= 515 =38960—-12-1442,963 = 21644,444 .

Izra¢unavanje ukupne kamate i zbira kamata sadrzanih u anuitetima pocev od j-tog do
k-tog

Ukupna kamata koju duznik vraca u toku amortizacije kredita jednaka je zbiru kamata

n n . .— . n ._
sadrzanih u svim anuitetima, paje I =) 1; = ZK p(l—l lj _K-p Z[I—QJ
n m

=1 =1 =i
1:ﬂ(l—9+1—1+1—3+.“+1—”—_1):ﬂ(n-l—(l+3+...+”—_ln=
m n n n n m n n n
_K-p

(n—l(l+2+...+(n—1))j
n

m
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1+2+ ...+ n-1 predstavlja zbir n-1 Clanova aritmetickog niza ¢iji je prvi Clan a;=1,d=11

poslednji ¢lan a,.; = n-1. ovaj zbir izratunavamo po formuli S, = g(al + an), odakle

n(n-1) .
,paje
7 paj

dobijamo da je 1+2+...+n—1:n7_1(1+(n—1)):

]:ﬂ(n_l_n(n—l)j:K'p(n+1).

n 2 2m
Zbir kamata sadrzanih u prvih & anuiteta je
k k ;
K- i-1) K-
X=X p(l— } pZ(n (i 1))—
=1 =1 ™ n mn-—

_ K'P(kn-(1+2+...+(k—1))= K'p(kn—k(k_l))zK'p'k(zn—k+1)
mn mn 2 2mn

Zbir kamata sadrzanih u anuitetima pocev od j-tog do k-tog je

k k k
INIEDWIE Z[

i=j =l =l

m

(n O+n—-1+n-2+...+n—-(k-1)) =

—k+1)— K];T(i_l)Qn—(j—l)ﬂLl)

z (k(2n k+1)—-(j-D2n—-j+2))

k k k k
Zbir prvih k anuiteta je Y a; =) (oc+1;))=) 0+ Y I; = S ka
i=l =l i=l =l ”

- Q@n—k+1).

Zbir anuiteta pocev od j-tog do k-tog je
j-1
K ka(z —k+1)- [( nE EPUZD o, (o 1)+1))
n 2mn

Zal Zal Zal—k

= i=1 i=1

k
Zal =(k—j+1)- —+2—(k(2n k+D)-(j-D(2n—-j+2)).

i=j

Primer 2. Izracunati ukupnu kamatu koja se dobija amortizacijom kredita metodom jednakih
otplata i tromese¢nim anuitetima po stopi od 12,5% za vreme od 5 godina ako je:

a) kamata sadrzana u 12. anuitetu 132 dinara
b) zbir kamata sadrzanih u anuitetima pocev od 6-tog do 18-tog jednaka 1785 dinara.

ReSenje. m=12/3=4,p=0,125, = 5god., n = tm = 5-4=20,1=?

a) kakoje /I :M, nepoznato K ¢emo odrediti iz /1, = 132. [; = LS p(l—ij
m n

I;-m-n 132420 oo o

T p(n—i+1) 0,125-(20—12+1)

_ 9386,667 -;),1425-(20+1) _ 3080
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k
b) .Z.I,- =%(k@n—k+1)—(j—1)(2n—j+2))
i=j

1;2312205 (18-(2-20—18+1) = (6-1)(2-20— 6+ 2)) = 1785 = K =9764,10
;976410012521 0o

8

Analiza amortizacije kredita metodom jednakih otplata i amortizacioni plan

. K- —1 ) . .
Polazec¢i od obrasca za kamatu /; = —p(l —l—) , uporedimo uzastopne ¢lanove 7; 1 171
m n

nizall,lz, - .,I,‘, e ,In.

. K- +1-1) K- —1 K- .
Kakoje 1;,1—1; = p(l—H_ j— p(l—l j:— p<0:>1i+1<1i§toznaélda
m n m n mn

se kamata iz anuiteta u anuitet smanjuje, tj niz /1, », . . ., I;, . . . , I, je monotono opadaju¢i. To

je logi¢no jer se kamate racunaju na ostatak duga koji je sve manji i manji.
. . o . e K .
Polazec¢i od formule kojom se izraCunavaju anuiteti a; = o +1; =—+I;, dobijamo
n
K K y L. o
a;,1—a; =7+I,~+1 - 7+11~ =1,.1-1; <0=a;, <a;, Sto znaci da se 1 anuiteti pri

amortizaciji kredita ovom metodom smanjuju, pa je duznik najvise optereCen varanjem
kredita u prvom anuitetu.
U praksi se zbog bolje evidencije, §to je od zmacaja i za poverica i za duznika, pravi

takozvani amortizacioni plan u vidu tabele Sto ¢emo ilustrovati slede¢im primerom.
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Primer. Napraviti plan amortizacije kredita od 10000 dinara metodom jednakih otplata sa
deset tromesecnih anuiteta po dekurzivnoj kamatnoj stopi od 7,5% godisnje.

Kamata I; . .
Redni broj K Anuitet Stanje duga
. Otwlata: 0 = — p .
anuiteta n I;=8;1— | ay=0+1; | §=K=10000,5; =K-i-o
m

1 1000 187,50 1187,50 9000

2 1000 168,75 1168,75 8000

3 1000 150,50 1150,50 7000

4 1000 131,25 1131,25 6000

5 1000 112,50 1112,50 5000

6 1000 93,75 1093,75 4000

7 1000 75,00 1075,00 3000

8 1000 56,25 1056,25 2000

9 1000 37,50 1037,50 1000

10 1000 18,75 1018,75 0

) 10000 = K 1031,75 11031,75

S K 10000 . . .

Najpre izratunavamo fiksnu otpaltu o = PREETEE 1000 i1 popunjavamo drugu 1 petu

kolonu, jer je S} =K -0 =10000-1000=9000, S, = K —20 =10000-2000 = 80001 tako

dalje S9 =1000, Sy =0. Nakon toga izratunavamo kolonu za kamate po formuli
=S, 12 .p=0075m=123=4,
m

P _0075 _ 61875 pa je I; = So £ = 10000-0,01875 = 1875

m m

I, =5] £ ~9000-0,01875 =168,75 itd. Dobijeni rezultati se unose u kolonu za kamate. Kako
m

je a; = o + I, kolonu anuiteta dobijamo sabiranjem vrednosti u kolaonama otpalte 1 kamate.

Kontrola.Treba proveriti da li je zbir svih kamata jednak vrednosti koja se dobija po formuli
_K-p-(n+1)

2m

1 , 1dali je zbir druge i tre¢e kolone jednak zbiru cetvrte kolone.

Razmatraju¢i odnos relativne 1 konformne kamate primetili smo da je ekonomski opravdano
koristiti konformnu umesto relativne kamate. Ako u prethodnim formulama umesto relativne

i upotrebimo konformnu kamatu py ,,, formule ¢e dobiti oblik
m
-1 K -1 K-
Ii:K-pkm(l—l—j,al-:—+K-pkm(l—l j,1= Phom 41y,
’ n n ’ n 2

n . k K.
D= sz k(2n—k+1), > I :ﬂ(k(2n—k+1)—(j—l)(2n—j+2)),
i mn i=j 2n
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K-p
Za - —+ 2" (2 —k+1),

Za, =(k—j+1)- —+ (kQn—k+1)—(j-D)(2n—j+2)).

i=]

l('pkgn
2n

Primer 3. Neki kredit se amortizuje za 4 godine i 9 meseci metodom amortizacije sa
jednakim otplatama sa tromese¢nim anuitetima po godiS$njoj dekurzivnoj stopi od 9,36%. Ako
se zna da se koristi konformna kamatna stopa, pri ¢emu je zbir anuiteta pocev od

8-og zakljucno sa 15-tim 3712 dinara izraCunati iznos kredita, ukupnu kamatu, zbir kamata

sadrzanim u anuitetima poc¢ev od 6-og do 14-og 1 17-ti anuitet.

i=15
ReSenje. £ =4 god. 9mes. m = 12/3 =4, p = 0,0936, > a; =3712, n=tm=4-4 + 9/3 = 19,
i=8
14
K=2,1=231;=2, a17="
i=6

Veza izmedu relativne i konformne kamatne stope data je formulom (1+ py ,, Y'=1+p,
odakle mozemo izraCunati konformnu kamatnu stopu py ,, =’/1+ p —1, pa ¢e u ovom

slucaju biti py 4 = Y1+0,0936 —1=0,0226.

Posto nam je dat zbir anuiteta od 8. do 15. iz formule za zbir anuiteta

Za (k= j+1)- —+K';%(k(zn—k+1)—( =121 - j+2)), izratunaéemo iznos
i=j

kreditaK.j =8, k=15=

(15-8+1)- 5 % (15-(38=15+1)— (8—1)(38 -8 + 1)) = 3712

0.4211K +0,0851K =3712 = K = 37122 —~7333,08

Ukupnu kamatu ¢emo izracunati po obrascu

s p’””( iy = 3 08200226 (19+1)=1657,276

Kamatu sadrZanu u anuitetima pocev od 6. do 14. racunamo po formuli

21 fnkm(k(2n—k+1)—(j—1)(2n—j+2))

14 .
7333’0280’0226 -(14-(38—14+1)— (6 -1)(38 — 6+ 2)) = 785,026

:>Z[l:
i=6

L . K -1
17-ti anuitet racunamo po formuli a; =—+K - p; ,, '(1 —l—j
n ’ n
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17-1

733308 7333,08-0,0226 - (1 —7j =412,12

a7 =

10.3.2. Amortizacija kredita metodom jednakih anuiteta sa dekurzivnom kamatnom
stopom

Pri amortizaciji kredita metodom jednakih anuiteta, duznik je nominalno jednako opterecen u
svim periodima otpalte kredita. Otplate 1 kamate su promenljive veli¢ine.

Pretpostavimo da se kredit od K novc€anih jedinica amortizuje za period od ¢ godina sa m

anuiteta godiSnje po dekurzivnoj godisnjoj kamatnoj stopi p. Obelezimo sa » =1 + 2 ukoliko
m

se koristi relativna kamatna stopa, ili » = 1 + py,, ukoliko se koristi konformna kamatna stopa.
Metodologija izraCunavanja se zasniva na slede¢em: ostatak duga S;, nakon vra¢enog i-tog
anuiteta, se definiSe kao zbir ostatka duga S;.; 1 kamate na taj dug u jednom obracunskom

periodu sa kamtnom stopom L a taj period (ili px») umanjen za isplaceni anuitet nakon tog
m

obracunskog perioda.
S =8 1 +8 1L -ai=12,....n n=tm, Sy=K,
m

Polaze¢i od ove formule, stanje duga nakon vra¢enog prvog anuiteta je

m m m

Stanje duga posle vracenog drugog anuiteta je

S, =81 +8L-a =Sl(1+£j—a =S r—a=(K-r-a)yr-a=S,=K-r>—a-r—a
m m

Stanje duga posle vracenog tre¢eg anuiteta je

S3=8, +S2£—a:S2(1+£j—a:Sz~r—a:(K~r2—a-r—a)-r—a
m m

S3 —K-rP-art-a-r-a

Na osnovu izraza za S, S» 1 S5 zaklju¢ujemo da je stanje duga posle vracenog i-tog anuiteta
S;=8,_1+S; L_, , odnosno nakon sredivanja
m

2

S;=K-r'—ar' —ar'r = ar—a=K-r' —a(+r+r* +. 470

)

T+r+r2 4. 4] predstavlja zbira prvih i — 1 ¢lanova geometrijske progresije ¢iji je prvi

Clan a; =1, g = r . Zbir prvih n ¢lanova geometrijske progresije se izracunava po formuli
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"_1 2 P . |

Sn:alq ,paje l+r+r L = , tako da za S; dobijamo
q-—1 r=1 r-
i
i ro- .
S;=K-r —a zai=1,2,3,...,n.
r—1
S, = 0, jer je nakon isplate poslednjeg n-tog anuiteta duznik isplatio dug.
n — — —
Sn=0<:>K-rn—ar I:O:>a:K~r”'r ! K-~ !
r—1 I"n -1 1— r—l’l

. . . . -1

Dakle formula za izracunavanje konstantnog anuiteta je a = K - ! —
1-r
Izraz - predstavlja procentualno ucesce anuiteta u celom kreditu. Ako a zamenimo u
1-r
formuli za S; dobi¢emo
) _ i ) i e nm Bl
S =K-r K. r—1 r I:K-rl—K-r"-r l:K_r(r H—-r"(r -1
-7 r-1 | r" -1
P I”i
=8 =K p . Ovom formulom se na osnovu K, ¢, m i p izraCunava stanje duga S; nakon
r-—1
vraéenog i-tog anuiteta, za svakoi=1,2,3,..., n.
D o . . . 1-r"
Ako K treba izraziti preko a ili preko §;, onda se iz prethodnih formula dobija K =a- r T
’/‘ f—
n p—

odnosno K =S - rn ll, . Direktnu vezu izmedu a 1 S; dobijamo izjednac¢avanjem ovih

r’—r

formula za K.

1-r7" "1 "1 -1 "1 (r-1

4 r :Si'r .:a:Sir Ny r —Sir _.r (r—1)

r—1 r" =7t Pt 1= S L .|
noe—1) n_ i
Ea:SiL,)ISi:au.
r'—r! r(r-1)

Ukupna kamata pri amortizaciji kredita ovom metodom je razlika svih vra¢enih anuiteta i

uzetog kredita / =n-a—-K.

Primer 4. Kredit od 368000 dinara se amortizuje metodom tromesecnih jednakih anuiteta po
dekurzivnoj kamatnoj stopi od 12,6% za vreme od 6 godine 1 9 meseci. Izracunati anuitet,
stanje duga posle 12-tog anuiteta i ukupnu kamatu.

ReSenje. K = 368000, m =12/3 =4, p=0,126, t = 6god. 9mes., a=?, S;, = ?

n=tm=64+9/3=27, r=1+ 0.126

=1,0315

r=1 4 =368000. 03131

77 = 20438,797
1-r7" 1-1,0315"

Anuitet racunamo po formuli a =K -

28



I’n—f‘l

-1

Stanje duga posle 12. anuiteta racunamo po formuli S; = K

1,0315%7 —1,0315'2
1,0315%7 -1
Ukupnu kamatu ratunamo po formuli / = na — K= 27-20438,797 — 368000 = 183847,519.

= 1, =368000- = 241363

UceS¢e kamate i otplate u i-tom anuitetu
Kamata sadrzana u i-tom anuitetu racuna se na stanje duga nakon vra¢enog prethodnog
anuiteta, pa je

n___i-1
I; = Si_lﬁ,ili kako jer =1+Z = £ — ;| kamata se moze izraziti I; :K(r—l)L
m m m -1

Kakao je a = 0; + I; = 0, = a - I; kad ovde zamenimo /; dobijamo formulu za i-tu otplatu

_ n_ i-1 n_ i-1
o =K1 —K(r—l)%:zqr_l){ L _ror J:

1-r" r =1 -7 " rt—1
n n__ i1 i-1
“Kr-1) — -2 o kr-)L—.
r" -1 r" -1 r" -1
N -n
i-tu otplatu mozemo izraziti i drugacije o; = K(r—1) - :r’_lK(r—l) p
rt—1 1-r-
) _ -n . _,n . _
) () EmL RSy P S =rl‘1[l< -l —K(r—l)j
1-r" - 1=p7" 1-r

o, =r'" Na-1))=r""oy jerje K(r—1)= KL =, Takode jei ;= Si1—S;, 0= Sp1, Sp =
m

0.

Primer 5. Odrediti ukupnu kamatu 1 stanje duga posle vracenog 15-tog anuiteta, ako se kredit
amortizuje metodom jednakih mese¢nih anuiteta, po dekurzivnoj stopi od 10,14% godisnje za
vreme od 3 godine pri ¢emu je 18-ta otplata (ucesce otplate u 18-tom anuitetu) 14900 dinara.
ReSenje. p =0,1014, r=3god., m =12, n=3-12 =36, c13=14900,/="7,S,="?

0,1014

Kako je / = na — K moramo najpre da odredimo Kia. r =1+ =1,00845

Kako nam je data 18-ta otplata, vrednost kredita ¢emo izracunati iz formule

i-1 n_ 36
o =K o g =T T e 19900 1008457 =1 g40000 602
P -1 r—1 il 1,00845-1  1,00845'7
) ) — 1,00845-1
Anuitet racunamo po formuli a =K - r-1 =a= 540700'L536 =17485,324,
-7 " 1-1,00845~

pa je ukupna kamata / = 36 -17485,324 — 540700,602 = 88771,062.
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Stanje duga nakon vra¢enog 15. anuiteta je

36 15 36 15
Sps = K="~ 540700. 2008457 Z1O08AS T _ 35515566

730 _1 1,00845%¢ 1

Otplaceni deo duga nakon ispla¢enog i-tog anuiteta
Kako je zbir otplac¢enog dela duga (Q;) i ostatka duga (S;) nakon ispaléenog i-tog anuiteta
jednak celom iznosu duga (kredita) K, to iz Q; + S; = K na osnovu dobijene formule za S;

dobijamo
O =K-§,=K- j & o -k~ 10" =) , odnosno Q, = j _

r" =1 r" =1 P

Otplaceni deo duga posle i-tog anuiteta moZe se izraziti 1 kao zbir prvih i otplata

0, =20k =zl”k_1(a—ll):(a—ll)zrk_1 =(a—11)(r0 L4l +...+ri_1)=
k=1 k=1 k=1

:(a—Il)r _IZ(K r-l _Kﬁjr__lz([(ﬂ_l((,ﬂ_l))r _1:
r 1-r" m 1

-1 —r” r—1 " —1 y—

n r—1 |

:K(r—l)Lrn —(r"l—l)Jri 1ol

-1
|

Dakle O, =) o, =K
k=1

Zbir otplata i zbir kamata sadrzanih u anuitetima pocev od j-tog do k-tog anuiteta

Zbir prvih k otplata jednak je otplacenom delu duga nakon k-tog anuiteta, pa primenom
prethodno dobijene formule taj zbir iznosi

ZO‘ Kr -1

P

Zbir otplata u anuitetima poéev od j-tog do k-tog anuiteta dobija se kao razlika

i—1 k j-1
20 —ZU ZO'I_ l_Krj —1=K7" —7’]

-1 r' =1 r' =1

k P
Dakle ZGI- :Kn—
i:j r _1

Kamatu sadrZanu u i-tom anuitetu moZemo izraziti kao /; = a —o;, pa je zbir kamata

sadrzanih u prvih £ anuiteta

k _—
Zl = Z(a ;)= Za Zai =k-a-K rn i . Na osnovu ove formule dobijamo zbir
i=1 ro-=

kamata sadrzanih u anuitetima od i-tog do j-tog
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.

k k -l K =
N=31-31=k-a-K~ 1—£(j—1)-a—Krn 1]

n
i=j i=1 i=1 ro - r'—1

k ko j-

n
imj r'—1

Analiaza amortizacije kredita metodom jenakih anuiteta i amortizacioni plan
S obzirom a je a = cons. to je duznik nominalno podjednako opterecen u toku ¢itavog perioda
amorizacije kredita. Posmatramo niz otplata (g;) gde je o; = r _161 .
i
Oitl _ r oq _ 1 . s d 1 . . , . S .
— =g =r>l=04u>0; Sto znac1 da se otplate u anuitetima povecavaju. Sa prvim
ci  r'o
anuitetima se stanje duga procentualno manje smanjuje, dok se najvece otplate duga vrac¢aju u

zadnjim anuitetima.

Iz §; >8;.1=5; LS Si1 LAPEN I; > I; 4 sledi da je niz kamata (/;) opadajuci, Sto znaci da
m m

se kamate iz anuiteta u anuitet smanjuju.

Evidencija amortizacije kredita se 1 kod ove metode moze pregledno prikazati tabelom.

Primer. Napraviti plan amortizacije kredita od 10000 dinara sa deset jednakih tromese¢nih

anuiteta po dekurzivnoj kamatnoj stopi od 7,5%.

Kamata Stanje duga
Redni broj Anuitet » Orplata S,
anuiteta a Ii:Si_lZ o, =a—1; S = K =10000
1 1105,995 187,500 918,495 9081,505
2 1105,995 172,095 933,900 8147,605
3 1105,995 152,768 953,227 7194,378
4 1105,995 134,895 971,100 6223,278
5 1105,995 116,686 989,309 5233,969
6 1105,995 98,137 1007,858 4226,111
7 1105,995 79,240 1026,755 3199,356
8 1105,995 59,988 1046,607 2153,349
9 1105,995 40,375 1065,620 1087,729
10 1105,995 21,395 1087,700 0
2 11059,95 1063,079 10000,571
B B B B p 0,075 )
ZaK=10000,m=4,p=0,075,n=10, > r=1+—=1+ =1,01875. Najpre se
m
izracunava anuitet @ = K -——— =10000—87L__ 1105905
1—p" 1-1,01875710
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Kamatu izra¢unavamo po formuli /; =S;_; P ,paje
m

I =8 P_ 10000-0,01875 =187,5, otplatu ra¢unamo po formuli 6; =a —I;, pa je
m

o1 =1105,995 — 187,5 = 918,495. Kako je 0; =S, | -S; = S, =S, 1 —0;.
S1 =Sy — o1 = 10000 — 918,495 = 9081, 505

I, =5, £ =9081,505-0,01875=172,095 = 05 = a — I, =1105,995—172,095 = 933,900
m

= 85, =81 -0 =9081,505-918,495 =8147,605
Ovim postupkom popunjavamo tabelu. Kontrola ispravnosti izracunavanja je S, = 0 1

0y = Sp-1. moguce je 1 S, = 010, = S,.1 zbog zaokruzivanja rezultata prilikom ra¢unanja.

n n n n
Takode je D a=na=)1;+) 0;1 Y 0;=K .Odstupanja u ovom primeru su dozvoljena i
i=1 i=1 i=1 i=1
rezultat su zaokruzivanja.

Umesto relativne 2 , U obrascima mozemo koristiti 1 konformnu kamatnu stopu py.,, za koju

m

smo ve¢ pokazali da je ekonomski opravdana.

Primer 6. Ako se kredit od 1000000 dinara amortizuje za 5 godina tromesecnim anuitetima
po dekurzivnoj kamatnoj stopi od 12% godiSnje, izraCunati stanje duga posle 10 isplacenih
anuiteta kao 1 ukupnu kamatau:

a) po metodi jednakih otplata,

b) po metodi jednakih anuiteta.
Resenje. K = 1000000, t = 5god., m =12/3=4,n =tm =5-4=20,p=0,12,

o4 212

:1,03,S10:?I:?

a) stanje duga po metodi jednakih otplata nakon i-tog anuiteta, raCuna se po formuli

S; =K—i0'=K—i£3 N =1000000—10%=500000
n

K- p(n+1) 1000000-0,12-21
2m

=315000.

ukupna kamata je / =

b) stanje duga po metodi jednakih anuiteta nakon i-tog anuiteta, racuna se po formuli

n_ i 20 10
S, = k=" paje Syo =1000000- 22 201’03 = 573200,993
-1 1,03%0 -1
ukupna kamataje / =n-a—-K=n-K- r—ln -K=
1-r
1,03-1
=20-1000000- —=—-~1000000 = 344387,184.
1-1,03
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Zadaci

1. Na koje vreme je uloZen kapital od 96480 dinara uz tromese¢no kapitalisanje sa
dekurzivnom kamatnom stopom od 10,2% ako je narastao na 140757,7 dinara (30,
360)?

Ko =96480 , pocetna vrednost kapitala

m = 12/3 =4, broj obracunskih perioda u toku jedne godine

p = 0,102, kamatna stopa

K, =140757,7 krajnja vrednost kapitala (umesto K; mogli smo upotrebiti i oznaku K, jer jos

uvek ne znamo da li je u pitanju sloZen ili kombinovan prost i sloZen kamatni racun)

t =7 trazi se vreme na koje je potrebno uloziti pocetni kapital;
(30, 360) znaci da ¢e se u ovom slucaju racunati da svaki mesec ima 30 dana, a godina 360

dana;
K
log Ktm 0,102
Za izraCunavanje vremena koristimo formulu ¢’ = U AR - 1,0255
mlogr m 4

140757,7
v % 96480 _ 0164035
4logl,0255 4.0,01094

Celi deo ovog broja je broj godina, a deo iza decimalnog zareza mnozimo sa 360 kako bi

=3,74852

dobili broj dana. Inace neophodno je pri izra¢unavanjima koristiti najmanje Cetiri decimale da
bi dobili Sto precizniji rezultat. ZaokruZivanje na manji broj decimala dovodi do greSaka koje
se u finansijama ne mogu tolerisati. Zato je u ovom slu¢aju za izraCunavanje vrseno

zaokruZzivanje na 5 decimala.

0,74852 - 360 = 269,4672 ~ 270 dana = 9 meseci

t’ =3 godine 9 meseci; kako je ¢, = 3-4 + 9/3 = 15, odnosno dobijeno vreme sadrzi ceo broj
obracunskih perioda (#; = 0), u pitanju je slozen kamatni racun.

Dakle kapital je potrebno uloziti na # = 3 godine i 9 meseci.

2. Kapital od 20000 dinara uloZen je na vreme od 3 godine i 196 dana po dekurzivnoj
kamatnoj stopi od 15% i tromese¢no kapiatlisanje. Na koje vreme treba uloziti kapital
od 15000 dinara uz tromesec¢no kapitalisanje po stopi od 18% pa da on donese dva puta
vecu kamatu?

Ko =20 000 pocetna vrednost prvog kapitala
t =3 god. 196 dana

p=0,15

m=12/3=4
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Ko’ =15 000 pocetna vrednost drugog kapitala

m’=4
p’ =0,18
I'=21
t’'=7?
logKﬂ
t'= - 101;2 za izraCunavanje vremena nam je potrebna krajnja vrednost kapitala koju

nemamo, ali imamo podatak da je kamata dva puta veca od kamate dobijene prilikom
ulaganja prvog kapitala.

Kamatu koja se dobija nakon ulaganja prvog kapitala racunamo kao razliku izmedu pocetne 1
krajnje vrednosti kapitala.

Potrebo je najpre izracunati broj obracunski perioda u zadatom vremenu

t =3 god 196 dana = 3god. 6 mes. 16 dana

pajet, =34+ 6/3 =12+ 2 =141 ostaje nam joS t;, = 16 dana. Nakon 14 obracunskih perioda
ostaje nam joS 16 dana Sto nam ukazuje da se radi o kombinovanom prostom i slozenom
racunu. Zato ¢emo krajnju vrednost kapitala racunati po formuli

m 14
K. =K, ]+£ 1+p._td = 20000 1+0:15 1+0,15-16 _
‘ m 365 4 365

=20000-1,6743-1.00658 = 33706,34

1 =33706,34 — 20000 = 13706,34
1’'=2-13706,34 =27412,68, K," = Ky"+ 1" = 15000 + 27412,68 = 42412,68

log Kim 42412,68
0,18 % g log 0.45141
=1+ 2214222 21045, 1 = 0 _ 15000 _ 7 15,9023
m 4 mlogr 4logl,045 4-0,01912

0,9023-365 = 329,34 ~ 329 dana = 10 mes. 29 dana
t’=15 god. 10 mes. 29 dana; kako je t,, = 5-4 + 10/3 =20 +3 =23
za t,, smo uzeli 5 godine 1 9 meseci, a ostatak vremena koji je manji od jednog obracunskog

perioda izratunavamo po formuli

K
=369 L[ L3685 4241268 | oo s

tm 0,18 23
P Ko(l +pj 15000(1 + O’ISJ
m 4

Ukupno vreme ¢e biti ¢ = 1"+ t;= 5 god. 9 mes. 56 dana = 5god. 10 mes. 26 dana.
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3. Koliku kamatu donosi kapital od 56000 dinara uloZen na 2 godine 9 meseci i
16 dana, sa godiSnjom dekurzivnom kamatnom stopom 9,12% i polugodiS$njim
kapitalisanjem? Koliku kamatu bi doneo da je uloZen pod istim uslovima sa
anticipativnom kamatnom stopom 9,12%?

Kp=56000
t =2 god. 9 mes. 16 dana
p=9,12%=0,0912

m=1[12/6]=2
q=p
1,=? 1,=?

Najpre ¢emo odrediti broj obracunskih perioda u zadatom vremenu.

tw =2:2+[9/6]=4+1 =5 (zagrade [] oznaCavaju da se radi o ,,celobrojnom deljenju®, tj
uzima se samo celi deo dobijenog broja)

vreme koje je preostalo preko 5 obracunskih perioda je ¢; = 3 mes. 16 dana = 106 dana;
Zato §to je t; # 0, (vreme nije jednako celom broju obracunskih perioda) u pitanju je model
kombinovanog prostog i sloZzenog kapitalisanja, pa ¢emo za izraCunavanje krajnje vrednosti
kapitala upotrebiti formulu

tm 5
K, = KO(HEJ 1+ 20 56000(1+ 0’0912j (1+ 0’0912'106j =
m 365 2 365

=56000-1,24976-1,02649 = 71840,50

Kamatu izraCunavamo kao razliku krajnje i pocetne vrednosti kapitala.
I =K,—Ky="71840,50 — 56000 = 5840,50

Kod kapitalisanja anticipativnom kamatnom stopom koristimo formulu
K, 56000

(o)t () 00912) () 0.0912:106
m 365 2 365

56000
0,79187-0.97352

=72642,25

1; = 7264225 — 56000 = 6642,25.

4. Kredit od 100000 dinara se amortizuje metodom jednakih otplata za 5 godina sa
tromese¢nim anuitetima tako da je uceS¢e kamate u petnaestom anuitetu 522,3 dinara.
Ako se kamata izracunava sa odgovaraju¢om konformnom kamatnom stopom,

izracunati ukupnu kamatu.
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K =100000

t=5 god.
m=12/3 =4
L5=522,3
1=?

n =5 -4=20 broj anuiteta (rata)
za izraCunavanje ukupne kamate nepoznata nam je kamatna stopa koju ¢emo izracunati iz

i I. - .
QJ Spo— M 32306964
K

" -[1—’”} 100000(1—15_1)
n 20

vezu izmedu konformne i relativne kamatne stope daje obrazac

obrasca [; = ﬂ(l -
m

p=0+pr o, )" —1. Odatle je konformna kamatna stopa
Pim =% p+1-1=31+0,6964 —1=0,01697

K-pn+1 .,
L , umesto r , Stavicemo

U obrascu za izracunavanje ukupne kamate / =
2m m
konformnu kamatnu stopu, pa obrazac dobija oblik

_K-pi,(n+1) 100000-0,01697-21
2 2

1

=17818,5 - ukupna kamata.

5. Kredit od 368000 dinara se amortizuje meseéno metodom jednakih anuiteta po
godisSnjoj dekurzivnoj kamatnoj stopi od 12,6% za vreme od 3 godine i 6 meseci.
Izracunati vrednost anuiteta, stanje duga posle 12-tog anuiteta i ukupnu kamatu.

K =368000
p=12,6%=0,126
t =3 god. 6 mes.
m=12
a="?
Slz =79
=7
n=3-12+6=42
a=k-"7L o1 2o 220105
1-r" m
Vrednost anuiteta je a =368000 -&5_142 =10881,64.
1-1,0105
no_ i ) 12
Stanje duga posle 12. anuiteta je S, = K '— ’"1 =368000- 1’01?(5) 105412’01f5 = 278763,57 .
r' — , —
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Ukupnu kamatu izratunavamo po obrascu / =na — K =42-10881,64 —368000 = 89028,88 .

6. Kredit od 200000 se amortizuje metodom jednakih anuiteta za 2 godine i 6 meseci sa
mesecnim anuitetima. Obrac¢un kamate je po konformnoj kamatnoj stopi koja je
ekvivalentna godiSnjoj dekurzivnoj kamatnoj stopi od 8,56%. Izracunati koliko je
ukupno vraéeno novca, uces¢e kamate u petom i otplate u dvadesetom anuitetu. Kolika
bi bila ukupna kamata da je umesto konformne racunata relativna kamatna stopa?

K =200000

t = 2god. 6 mes.
m=12

p = 8,56% = 0,0856
na ="?

=7

o0 ="

Iy = ? ukupna kamata sa konformnom kamatnom stopom
n=2-12+6=30

P14 2210 00856 6091, gk L2 =200000-L1_130=7425,4
m 12 1-r™" 1-1,0071"
Ukupno je vrac¢eno 30 - 7425,4 = 222762
n___i-1
Ucesc¢e kamate u petom anuitetu izratunavamo po obrascu /; = K(r — 1)%
rt =1
30 4
15 =200000-(1,0071-1)- LOO7I™ ~ L0071 _ 1747,625

1,0071%° -1
i—1

Ucesce otplate u 20. anuitetu izraCunavamo po obrascu o; = K(r —1) -
rt—1

1,0071"
o, =200000-(1,0071-1)- ———— = 6869,442
20 ( ) 1,00713° —1

b

Sada treba izracunati konfomnu kamatnu stopu iz relativne

Pim =% p+1-1=11+0,0856 —1=0,006868

Moramo ponovo izracunati i » sa konformnom kamatnom stopom
r=1+p;,, =1+0,006868 =1,006868

Vrednost anuiteta izraCunata sa konformnom kamatnom stopom je
1,006868 —1
1-1,006868

kamatnoj stopi / = 30 - 7399,8 — 200000 = 21994.

a =200000-

=7399,8, pa je ukupna kamata zaracunata po konformnoj
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Zadaci sa drugog kolokvijuma

Prva grupa

2x> +3x2% -

1
1.1. Izracunaj a).[ 4 dx, b) J-xln(xz +1)dx.
-1

P+ x
; X

1.2. Izratunaj @) [ xsin(x® +1dx , b) j “dx.
0 e

2. Funkcija traznje za odredeni proizvod X je x = —0,5p +17500. Ako je T(x) =3x* +50-10°

funkcija ukupnih troskova za proizvod X, naci:

a) oblast definisanosti funkcije traznje,

b) interval rentabilnosti,

¢) optimalni obim prozvodnje x, , maksimalnu dobit 1 cenu py u uslovima optimalne
proizvodnje.

3.1. Odrediti kamatu koju donosi kapital od 18000 eura za vreme od 2godine 1 128 dana
tromesecnim kapitalisanjem uz godi$nju dekurzivnu kamatnu stopu od 7,25%. Koliku bi
kamatu doneo da je umesto relativne primenjena konformna kamatna stopa?

3.2. Kredit od 8000 eura amortizuje se mesecnim jednakim anuitetima za period od

5 godina i 6 meseci uz godisnju dekurzivnu kamatnu stopu od 17,52%. Izracunati vrednost
anuiteta, ukupnu kamatu, stanje duga posle 20-tog anuiteta 1 ucesce otplate u prvom i
poslednjem anuitetu.

Druga grupa

2
L1. lzratunaj a) [ 3x—+43dx, b) [ x2Inx -+ 1)dx.
x 0

ox+

1.2. lzratunaj a) [xe™ "'dx, b) [axsin3xdx.

AN — oy

2. Neka je za neki proizvod poznata funkcija grani¢nih prihoda P, =—-4x+11000 i funkcija

ukupnih tro§kova T'(x) = 2x? +10-10°. odrediti interval rentabilnosti, optimalni obim
proizvodnje i maksimalnu dobit.

3.1. Na koje vreme treba uloziti kapital od 2000 eura uz Sestomesecno kapitalisanje 1 godi$nju
dekurzivnu kamatnu stopu od 7,58% da bi se njegova vrednost udvostrucila.

3.2. Kredit od 128000 dinara amortizuje se metodom jednakih otplata mese¢nim anuitetima
na period od 2godine i 3 meseca uz godisnju dekurzivnu kamatnu stopu od 20,12%. Izracunati
vrednost prvog, 1 poslednjeg anuiteta. Koliko je ukupno novca vrac¢eno? Koliko bi iznosila
ukupna kamata da je umesto relativne primenjena odgovarajuc¢a konformna kamatna stopa?
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Treca grupa

6x* —5x° +4x?

1.1. Izracunaj a)j

1

2 —
dx,b)jx21n1 X dx.

0 1+x

2x% —x+1

1
1.2. Izracunaj a) Ix x* =3 dx b) Ix3xdx )

-1
2. Data je inverzna funkcija traznje p = —4x+ 80000 1 funkcija ukupnih troskova
T(x)=4x>+128-10°. Naéi
a) oblast definisanosti funkcije traznje,
b) interval rentabilnosti,
¢) optimalni obim prozvodnje x, , maksimalnu dobit i cenu py u uslovima optimalne
proizvodnje.

3.1. Kapital od 200000 dinara je ulozen na 7 godina 8 meseci i 10 dana. Izracunati krajnju
vrednost kapitala uz godisnju dekurzivnu kamatnu stopu od 18% i polugodiSnje kapitalisanje.
Kolika bi bila kamata da je umesto relativne primenjena odgovarajuca konformna kamatna
stopa?

3.2. Kredit od 5000 eura amortizuje se za 4 godine mese¢nim anuitetima sa godiSnjom
kamatnom stopom 18,25%. Odrediti stanje duga nakon prve godine ako se kredit amortizuje
a) metodom jednakih anuiteta

b) metodom jednakih otplata .

Kojom metodom je povoljnije amortizovati kredit i zasto?

Cetvrta grupa
1.1. Izracunaj a)J. x+l 1dx b)len1+xd
x?+x+ X

3xdx r lnx
, b) j .

1.2. Izracunaj a) '[ "
x*+

2. Neka je p =-0.001x+80 inverzna funkcija traznje za neki prozvod i

T(x) = 30x +10° funkcija ukupnih trokova. Naéi optimalnu prodajnu cenu py , ostvarenu
maksimalnu dobit i interval rentabilne prozvodnje.

3.1. Izra¢unati kamatu koju donosi kapital od 60000 dinara ulozen na 2 godine 1 236 dana uz
tromesecno kapitalisanje sa anticipativnom kamatnom stopom od 11,212%. Koliku bi kamatu
doneo da je uloZen pod istim uslovima sa dekurzivnom kamatnom stopom od 11,212% ?

3.2. Kredit od 168000 dinara amortizuje se za period od 3 godine metodom jednakih otplata
uz godiSnju dekurzivnu kamatnu stopu od 20,12%. Izracunaj vrednost prvog i 15-tog anuiteta
a) upotrebom relativne

b) upotrebom konformne kamatne stope.
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¢) IzraCunaj razliku ukupnih kamata izraCunatih primenom relativne i konformne kamatne
stope.
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FORMULE ZA FINANSIJSKU MATEMATIKU

SloZen kamatni racun sa dekurzivhom kamatnom stopom

tm logKtm
K K
Ktm:KO(l-i_ﬁj ,tI—O,pzm | — 212 -1
m mlogr Ky

Preracunavanje kamatne stope sa jedne na drugu vrstu kapitalisanja

mp

pP1=m (l-i-&jml -1
my

Odnos izmedu relativne i komforne kamatne stope p = (1+ py " -1

Model kombinovanog prostog i sloZenog kapitalisanja sa dekurzivnom kamatnom
stopom

tm
. K

t+ty

SloZen kamatni racun sa anticipativnim nac¢inom kapitalisanja

K
K log Ktm 1 m
Ktm: . ,mﬂtz 0 s P=——, q=m— s
( _q] oss -1 o Kim.
m m KO

Model kombinovanog prostog i sloZenog kapitalisanja sa anticipativnom kamatnom
stopom

K e 36 K
K, = —0 1= 1 0 1, = 1- L=t +1y
. mlo
R
m 365 m
m2

Veza izmedu anticipativne i dekurzivne kamatne stope g =m — .

m+p
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Amortizacija kredita metodom jednakih otplata sa dekurzivnhom kamatnom stopom

. :K(l—ij, I =ﬂ(1—ﬂj, G=c+l, 0 =i-o="%K
n n n

IzraCunavanje ukupne kamate 1 zbira kamata sadrzanih u anuitetima pocev od j-tog do

K- -p(n+1) K-p-k
k-tog [ =—— I;= 2n—k+1),
g 2 Z 2mn (2 )

m
i=1
ZI = (k(2n k+1)—(j-D2n-j+2)),
d K ka
Zbir prvih k anuiteta L == 2n—k+1
p u Zl:al o —( )
1

Zbir anuiteta poéev od j- tog do k-tog je

—1)(2n—j+2))
i=j

Amortizacija kredita metodom jednakih anuiteta sa dekurzivnhom kamatnom stopom

0 ne. n__i
r=1+L il r=1+p,,, a=K- r=l g _xr a=s D g T
m 1-r" r' -1 P =7t r(r-1)
£ r'—1
lezo'sz
k=1 -1

UceS¢e kamate i otplate u i-tom anuitetu

N i-1 ri—l
]l'zK(I"—l)n—, Ul':K(T"—l) p

r’ -1 r’—

ii o; = il (a—1))= ri_lal

Izracunavanje ukupne kamate i zbira kamata 1 otplata sadrZanih u anuitetima pocev od
j-tog do k- tog

k pk il
I=na-K, ZI— I, =(k=j+1)-a- K—r
i=1 1: I" _1
k 1k ko j-l
ZO'[:KF I,ZO'[zKr r!
pa r' =1 = r'" =1
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SNk W=

10.
. Asimptote funkcije (definicija i primeri).
12.
13.
14.
15.

11

16

4.
43.
44,

ISPITNA PITANJA 1Z MATEMATIKE

Funkcija — preslikavanje (definicija i primeri).

Vrste preslikavanja (definicija 1 primert).

Proizvod preslikavanja — slozena funkcija (definicija 1 primeri).

Inverzna funkcija (definicija, odredivanje, primeri).

Osobine realnih funkcija (ogranicenost, periodi¢nost, parnost i monotonost).
Primeri nekih realnih funkcija (linearna, kvadratna, racionalna, eksponencijalna,
logaritamska funkcija).

Matrice (definicija, zbir 1 proizvod matrica, osobine operacija sa matricama)
Determinanta (definicija, izraunavanje).

Inverzna matrica (definicija, izracunavanje).

Granic¢na vrednost funkcije (definicija, pravila).

Neprekidnost funkcije (definicija i osobine)
Izvod funkcije (definicija, tumacenje).
Izvod proizvoda (dokaz pravila).

Izvod koli¢nika (dokaz pravila).

. Izvod f-je y =sin x po definiciji, (izvodenje).
17.

18.
19.

20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.

Izvod f-je y = cos x po definiciji, (izvodenje).

Izvod f-je y = x" po definiciji, (izvodenje).

Izvod y = arcsin x, (izvodenje).

Izvod y = arctg x, (izvodenje).

Diferencijal funkcije (definicija, tumacenje, pravila).

Fermaova teorema (dokaz)

Lopitalovo pravilo.

Motonost i ekstremne vrednosti funkcije.

Konveksnost funkcije i prevojne tacke.

Neodredeni integral (definicija, osobine).

Integracija metode smena

Parcijalna integracija.

Integracija racionalnih funkcija.

Odredeni integral (definicija, geometrijsko tumacenje, izracunavanje).
Osobine odredenog integrala.

Nesvojstveni integrali (definicija, izraCunavanje).

Funkcije traznje 1 ponude (definicije, osobine).

Funkcija prihoda (definicija, osobine, grani¢ni prihod).

Funkcija troskova (definicija, osobine, grani¢ni troSkovi).

Funkcija dobiti (definicija, osobine).

Procentni racun (osnovne formule).

Prost kamatni rac¢un (osnovne formule).

SloZen kamatni racun (dekurzivna metoda).

Konformna kamatna stopa i odnos izmedu relativne i konformne kamatne stope.
Model kombinovanog prostog i sloZzenog kapitalisanja (izraCunavanje krajnje
vrednosti kapitala i izraCunavanje vremena).

SloZen kamatni racun (anticipativna metoda).

Amortizacija kredita metodom jednakih otplata sa dekurzivnom kamatnom stopom.
Amortizacija kredita metodom jednakih anuiteta sa dekurzivnom kamatnom stopom.
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